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Die Gleichung der Curve dritter Ordnung sei gegeben 
in der Form 

f{x, y) =/<*) (x, y) + %f*){x, y) + 3/XD (x, y) + /W 

4- 3 ö 20 # 2 + 6 a n a# + 3 a 02 t/ 2 
+ 3« 10 a;-f3a 01 y + %> = 0. 

Wir setzen #=a; -f-*cosA, y=y -\-s$ink in die Kurven- 
gleichung ein und ordjien nach Potenzen von s 
* 3 (%> e °s 3 A + 3 «2i cos 2 A sinA + 3 «i 2 sin 2 k cos ^ + a oa sin 3 A) 
-f 3 s* [cos 2 A («so^o + «2i2/o + %>) + 2 sil >* cos * ( a 2i^o 

+ «122/0 + «n) + sin 2 * ( a n x o + «osS/o + «02)] 

+ 3 s [cos A (a B0 xl + 2 cu^x^ + « 12 yJ + 2 a^ -f 2 fl^ t y 

+ «10) + sin * (<hl x l + 2012^0^0 + «032/0 + 2 «n^o 

+2a 22/o + «oi)]+/(^2/o)=^ 3 + 3^ 5i +3^ + />=0. 

Soll ein unendlich ferner Doppelpunkt vorhanden sein' 
so muss sich ein Wert A derart bestimmen lassen, dass für 
denselben A = 2 wird und zugleich B identisch, d. h. für 
jedes Wertepaar (x y ) verschwindet. 

Wir erhalten somit, nach Division mit sin 3 A, folgende 
Bedingungsgleichungen, in denen cotA = a gesetzt ist 

h sin 3 A = (ö 30 a 3 + 3 a^a 2 + 3 ö 12 « -+" a 03 ) sin 3 A ' 
k sin 2 A = («30« 2 + 2 fl^a + a 12 ) sin 2 A 
/ sin 2 A ~ (ö 2 i« 2 + 2 a 12 a -|- «03) sin 2 A 
m sin 2 A = («jo« 2 + 2 a n a + «02) ^ 2 * 
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Es handelt sich darum zu zeigen, wann diese vier 
Gleichungen zusammen bestehen können. Die eine Möglich- 
keit dieser gleichzeitigen Existenz — sinA=0 nämlich, unji 
daraus folgend a 30 = a 21 = a 20 = — ist aus unserer Be- 
trachtung auszuschliessen , da wir uns sonst hierdurch an 
eine spezielle Lage des Coordinatensystems binden würden.. 
Es bleibt also nur noch das Kriterium für das Zusammen- 
bestehen von ä^=0, /f = 0, /==0, m = aufzustellen. Nun 
ist aber, wie man sich leicht überzeugt, ak-\-l = h, sodass 
für den Wert A = A 1 , für den k und / verschwinden, auch 
h zu null wird. Hierdurch wird unsere Aufgäbe weiterhin 
darauf eingeschränkt darzuthun, wann Ar = 0, / = 0, m = 
gleichzeitig existieren. Zu dem Zweck bilden wir zunächst die 
Resultante von k==0 und /=0; diese wird die eine Be- 
dingung für d$s Vorhandensein eines unendlich fernen 
Doppelpunktes liefern. Sodann suchen wir den Wert a v 
der k und / zu null macht und setzen ihn in m = ein für 
«; dadurch werden wir die zweite Bedingung für die Existenz 
eines unendlich fernen Doppelpunktes erhalten. Die Resul- 
tante von Ä* = und 1=0 wird nach dem Eul er sehen 
Algorithmus D = , wo D mit der Discriminante von f®) 
identisch ist: 
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welch' letztere Form man auch direkt nach der Sylvester- 
schen Methode der Resultantenbildung hätte finden können. 
Weiterhin ergiebt sich ebenfalls aus dem Eul ersehen Algo- 
rithmus (durch Nullsetzen des vorletzten Restes) der Wert 
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a t , der gleichzeitig £ = und / = befriedigt. Es wird 
nämlich 

1 2(ö 80 ö 12 — a\y 

setzen wir diesen Wert in *w = für a ein, so geht m über 
in Q 3 

030^2 — a\ Y 

°3 = «20 («!* — ö 21«03) + «11 («30003 ~ a l202l) 

+ «02 Kl - «30012)- 

Die beiden Bedingungen für das Vorhandensein eines 
unendlich fernen Doppelpunktes bei Kurven dritter Ordnung 
sind daher 

II Ö s = und D = 0. 

Da hiernach die Grössen O s und D eine von der Wahl 
des rechtwinkligen Koordinatensystems unabhängige Eigen- 
schaft der Kurven dritter Ordnung ausdrücken, sind sie 
orthogonale Invarianten. Auch kann man, wenn vorstehende 
Erklärung nicht befriedigt, das Invariantsein von 3 aus 
den Untersuchungen über die Kurven 3. Ordnung im all- 
gemeinen als bekannt voraussetzen, während D als Discrimi- 
nante von /*< 3 > bei jeder affinen Transformation mit der 
Determinante 1 umgeändert bleibt. Oben haben wir gefunden 

a =cotA — a i3«2i — 0Q303O 
1 * 2 («30012—0«)' 

unter Berücksichtigung von 2>=0 ergiebt sich hieraus 

a » — 021 0Q3 0?» . 
030012 — 0*1 

setzen wir zur Abkürzung 0^=a^a l2 — a\ x — ö? 9 H-fl2i«o3 
und bestimmen aus der Gleichung für a\ 



a 1= 1/ ^1^03 — 0^ 

V 030012— 0I1 
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cm i, =1 %i ^ ~ «» sm H = 1 / S*p«L. 

«o binden wir ans an die Bedingung 

III 2}/«^^ — < s - K^^ii— < 2 =«:Ai- ***%) 
a y repräsentiert die Dopperwurzel tod ä=Ö; denn £ ist = — - 

oft 

und verschwindet für a=a x und somit giebt ffl =^coti. I die 
Richtung der beiden parallelen Asymptoten gegen die Taxe 
an. Um die dritte Wurzel der Gleichung k=0 zu finden, 
bedenken wir Y das* 






fl 30 * ö 30' * * ^30 

ist. Durch Einsetzen des Wertes Ton a\ in die letzte 
Gleichung erhalten wir 

«so «2i «03— «;* 

A^ ist der Winkel, den die dritte Asymptote mit der .laxe 
bildet. 

Wir gehen nunmehr dazu über, orthogonale In- 
varianten der Kurven dritter Ordnung mit unendlich fernem 
Doppelpunkt zu suchen. Zunächst liefert eine solche der 
Winkel zwischen einer der parallelen Asymptoten und der 
dritten Asymptote. Nimmt man die drei Asymptotenrichtungen 
als verschieden an, so erhält man für die cott. der Winkel 
A$ 2 , A 2i , A 13 , die die Asymptoten mit einander bilden, die 
Gleichung (Sl — cot^ 32 ) (& — cot^ 21 ) (& — cotJ 13 )= 

Y-^WJ) Y—27D = ° 

2 hat die oben angegebene Bedeutung, während 0' 2 eine 

Abkürzung ist für 03 O + 3ö 3O a 12 + 3a 21 a o3 -4-öo3- Sind, wie 
es ja bei den Kurven 3. Ordnung mit unendlich fernem 
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Doppelpunkt der Fall ist, zwei Asymptotenrichtungen einander 
gleich, so wird 2>=0, also bleibt 

&2 = co t2 (^ _ ^) = — 0\ : 9 2 . 

Daher ist 0\ : 2 eine orthogonale Invariante, also auch 

eine solche. Unten 1 ) werden wir finden, dass 0\ — 2 eine 
orthogonale Invariante darstellt, also sind auch 2 und 0\ 
für sich orthogonale Invarianten. Uebrigens gestattet die 
Gleichung cot 2 (A 2 — k x ) = — 0' 2 :9Ö 2 geometrische Deutung 
der Grössen 0\ und 2 für den Fall ihres Verschwindens 
Ö 2 = bedeutet, dass alle drei Asymptoten einander parallel 
sind, 0' 2 = O, dass die dritte Asymptote auf den beiden 
parallen senkrecht steht. Auch sei noch bemerkt, dass es 
ausser 2>, 0\ und 2 keine unabhängige orthogonale Invariante 
mehr geben kann, die nur von den Coefficienten von /" (3) ab- 
hinge, weil sonst die Coefficientenverhältnisse durch die 
Invarianten bestimmt seiq würden. Alle nur die Coefficienten 
von /< 3) enthaltenden orthogonalen Invarianten müssen sich 
daher auf diese Grundinvarianten ß, 2 und 0\ zurückführen 
lassen. — Zu einer weiteren orthogonalen Invariante müssen 
wir offenbar gelangen, indem wir das Quadrat des Abstands 
der beiden parallelen Asymptoten bilden. Das Produkt der 
Gleichungen dieser beiden Asymptoten lautet x 2 (a 30 cosA 1 + 
a 2X sin X x ) -f- 2xy(a 2x co$ X x +«i 2 sin X x ) -\-y\a X2 cos X x -f- a^sin X x ) 
-(- 2#(« 20 cos k x -f- a n s i n *i) + 2y (a n cos X x -f- Oq 2 sin X x ) + 
a xo cosk x -\-a ox sinA 1 =0. Schreiben wir diese Gleichung zur 
Abkürzung ax% -{- 2bxy -\- cy* -\- 2dx-\- 2^+1=0 und soll 
die linke Seite zerlegbar sein in (mx -f- ny -\- 1) (mx -\- n't/ -(- 1), 
so ist das gesuchte Quadrat des Abstands der beiden parallelen 
Asymptoten 



1) Seite 16. 
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1 — 1 \2 ±((p + e*—a — c) 4Z 



wobei, wenn wir für eos^ und sin k x ihre Werte einsetzen 
und den dann im Zähler und Nenner auftretenden Faktor 
«30«i2~~«ai wegheben, Z und N folgende Bedeutung haben 

^=(ö 2 oV / «2i«o3 — 0\* + «n Vöaoöia — «ai) 2 + 

[(«30 + «12) V«21«03 — «?2 +(«21 + «03> V«12«30— «iJ- 
(«10l/«2lÖ0 3— «L +«01 V«lt«80 — «;.!)' 

^= [(«30 + «1 2) V«21«03 — «!a + («21 + «03) "^«SO«^— «Jx3 2 ' 

JV hängt nur von den Coefficienten von /( 3) ab, muss sich 
also durch 2), ö 2 und 0\ ausdrücken lassen. In der That 
findet man durch Auspotonzieren und Ausmultiplizieren unter 
Berücksichtigung von III. S. 8. N= — (aj,+a* t aj — 2aJ a a 2l a 03 

+ 20^003 — *«30«12«2l«03 + 2«30«i a — 2 «li«12«30 + «L«O3 + 

«:, + «o3«!o-«? a «L) = -^-2>=-0* a , da ^=0 ist; 
umgekehrt folgt also 

[(30 + «12)V« 2 l«03 — «? 2 +(«21+«03)V«30«l2 — «jj 2 #*• 

Indem wir jetzt zur Grösse Z übergehen, betrachten wir 
zunächst die Summe der beiden Quadrate, die explicite 
geschrieben, lautet 

«lo«21«03 «ao«ia"f"«ll«2o(«12«21 — «03«3o) 

+ «J a «30«12 — «oa«ai + «11«02 («12«21 ~ «03«3o) 
+ «?i«30«12 — «!i«ai+«?i«21«03 — «L«!a- 

Die letzte Zeile ist a\ y O % , für die übrigen Glieder findet 
man durch folgende Bemerkung eine abgekürzte Schreib- 
weise. Aus Ö 3 = ergiebt sich das eine Mal durch Multipli- 
kation mit a 20 , das andere Mal durch Multiplikation mit ä 02 

«ao(«21«03 «ia) I «ll«2o(«12«21 — «03«3o) = «02«2o(«ai — «30«12) 
«oa(«30«12 «ai) + «ll«02(«12«21 «03«3o)=«02«2o(«!a — «21«0 3) 

Addiert man diese beiden Gleichungen, so steht links der 
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gewünschte Ausdruck, die rechte Seite dagegen wird 
— «o2 ö 2o^2j die Summe der beiden Quadrate in Z ist daher 
(a\ x — «20^02) ^2- Di© noc h nicht untersuchten Grössen von Z 
werden mit P bezeichnet, durch Ausmultiplikation findet 
man für sie den Wert 

P = — i(«iO«21«30Ö03 + 3ö 10 «12«21 Ä 03 ~ 2öio«30Ö? a ~ 2 ö t0 «? 2 
~T~ «10«l2 ö ai «I0«30#o3 ~T~ «0l#12«30 ö 03 T~ ^^01^12 • Ä 20«3O 

— 2« 01 a 08 a; i — 2^0!«^ + a oi a 21 a\ 2 — a i«oa«!o» 

sodass schliesslich das Quadrat des Abstands z/ der beiden 
Parallelen Asymptoten folgende orthogonale Invariante liefert 

— A% (An 2 ~ ^20^02) ö 2 + p - 

Der Zähler hiervon ist für sich eine orthogonale In- 
variante, die alle Coefficienten von f bis auf Oqq enthält. 
Bezeichnen wir dieselbe mit 4 , so bedeutet Ö 4 =0, dass 
der unendlich ferne Doppelpunkt eine Spitze ist. Uebrigens 
ist öj,— « ao Ä oa un( ^ damit auch P eine Drehungsinvariante 
von /*, wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man 
wirklich eine Drehung des Koordinatensystems ausführt. 
Auch übersieht man ohne weiteres, dass a\ x — ö 90 a oa e ^ e 
orthogonale Invariante der Kurve /( 2 )-|-/ ,(1) +/ ,(0) =0 ist, 
weshalb wir passend die Abkürzung Q 9 = a\ l — « ao a o« e ^ n " 
führen können, sodass schliesslich #4= #2^2 + ^ wird. 

Wir betrachten nunmehr einige ausgezeichnete Punkte 
und Kurven, die uns Gelegenheit bieten, weitere orthogonale 
Invarianten zu finden , und zwar soll uns zunächst der 
„Geradepol 44 oder „geradehaltende Punkt 4 ' beschäftigen. Um 
diesen Punkt zu definieren, legen wir durch (# , y ) einen 
Strahlenbüschel x=x -{-scos(p, y — y -{-ssmip\ der Coeffi- 
cient von 3 s 2 in der Entwickelung, von /*(#, y) =f(x -f- s cos <jp, 
y -\-s sin <jp) nach Potenzen von s ist dann 

(«20 + «so *o + «21 ^0) cos 2 9 
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+ («02 + «i2*o + Vq&o) sin V 

+ 2 («11 + «21^ + «12%) sin 9 C 08 <P- 

Es existierten nun für jeden Punkt (# , y ) zwei Rich- 
tungen, zwei Werte von g>, für die dieser Ausdruck 
verschwindet, für die somit die Summe der Strecken von 
( x oiPo) bis zur Kurve null ist; bei Kurven dritter Ordnung 
ohne Singularitäten giebt es im allgemeinen nur einen. Punkt, 
für den diese beiden Richtungen nach den absoluten Punkten 
gehen. Handelt es sich aber um Kurven dritter Ordnung 
mit unendlich fernem Doppelpunkt, so werden wir zwar auch 
einen und nur einen solchen Punkt finden, dass die Strecken- 
summe von ihm bis zur Kurve null ist, wenn man in der 
Richtung nach den absoluten Punkten fortschreitet, aber 
dieser Punkt, den wir den „geradehaltenden Punkt" oder 
„Geradepol" nennen wollen, hat dann noch die weitere 
Eigenschaft, dass nicht nur für die Richtungen nach den 
absoluten Punkten, sondern für jede Richtung die Summe 
der Strecken von ihm bis zur Kurve verschwindet. Dies 
sehen wir folgendermassen ein. Soll der Punkt so beschaffen 
sein, dass für ihn die Streckensumme *) null wird, so muss sein 

«21*0 + «122/0 + «11 =° 

(«30 — «i 2) x o + («21 — «03) 2/o + «20 — «02 = °> 
woraus für den geradehaltenden Punkt sich die Koordinaten 
ergeben 2 ) x = y : 2 , «/ == ^ : ^2 * un( ^ woraus ferner für 
2 = die Bedeutung fliesst, dass der geradehaltende Punkt 
unendlich fern ist. Nun findet man aber aus der Gleichung 

°2 [(«30+ «12)^0 + («21 + «03) Po + «20 + «02)] = — 2 3 = 
die Beziehung (a 30 -f a x 2 )x -f- (a n + a 0B )y + a 20 + a 02 == 0. Da 

aber nach oben auch (a 30 — a^ 2 )x Q + («21 — «03)2/0 + «20 — «02— 



1) In der Richtung nach den absoluten Punkten. 

2) y «= «ia («oa — «so) + «ji («81 — «os) ; 8 = a n (a 19 — a 80 ) 
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st, so bestehen für den geradehaltenden Punkt die drei 
Gleichungen : 

«2^0 -f- a i2 y -f- a n = 
«30^0 + ö 2i!/o + %o = ° 

. a l 2^0 + 008^0 + «02 = ° 

d.h. (S. 12 oben) für den Geradepol ist die Summe der Strecken 
yon diesem Punkt bis zur Kurve für jede Richtung = 0. 
Zugleich ergiebt sich aus den letztsn drei Gleichungen der 
geradehaltende Punkt als Schnittpunkt folgender 3 Geraden. 
1) Der geraden Polare des unendlich fernen Punktes der 
Jfaxe, 2) der geraden Polare des unendlich fernen Punktes 
der Faxe und 3) der Polare des unendlich fernen Punktes 
der V(X)&xe inbezug auf den Polarkegelschnitt des unend- 
lich fernen Punktes der T(F)axe, letzteren genommen in- 
bezug auf die Kurve. 

Erfüllt (#oi2/o) die Bedingung f(x , y ) =*=(), so existiert 
ein Mittelpunkt. Die Bedingung nun dafür, dass der Ge- 
radepol auf der Kurve liegt, muss vom Koordinatensystem 
unabhängig sein , daher ist f(x Q , y ) und damit /(y, d, 2 ) 
eine orthogonale Invariante. Es ist aber /(y, fl, 2 )=/l 8 )(y, 8) 
+ 3Ö 2 /(%,Ä) + 30y(%,d) + a 00 OJ und da /<%,$) = 

y 2 ( fl 3o v + <H\ ') + * 2 ( a i2 y + ^os*) + 2 y tfaiv + «12*) und dies 

unter Berücksichtigung der drei Bedingungsgleichungen für 
den geradehaltenden Punkt = —O 2 (a 20 y 2 + a 02* 2 + 2 ausist, 
Wird/(y, 8, % ) = Ö 2 [2/(%, 8) + 3/«(y, 8) 2 + a w OJ] = 0, 6 . 
ö 5 ist eine orthogonale Invariante 5. Dimension, die sämt- 
liche Coefficienten von / enthält; und da 2 nicht ver- 
schwindet, solange der Geradepol ein endlicher ist, so ist 
5 =0 die Bedingung dafür, dass unsere Kurve 3. Ordnung 
mit unendlich fernem Doppelpunkt einen im Endlichen 
liegenden Mittelpunkt hat. 
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Der Polarkegelschnitt des Gerädepols ist gegeben durch 
die Gleichung 

2x (a^o + «iiJ/o + «10) + ty («11*0 + «022^0 + «Ol) 

«10*0 + «01^0 + %) = ° 

er ist somit eine Gerade, der die unendlich ferne Gerade zu ad- 
jungieren ist, eine Eigenschaft des Punktes (# , t/ ), die ihm 
den Namen „geradehaltender Punkt" eintrug. Die Invari- 
anten jener Geraden sind auch orthogonale Invarianten 
unserer Kurve /= , wir leiten dieselben am bequemsten 

her, indem wir den Geradepol zum Koordinatenanfäng machen. 


Die Kurvengleichung lautet dann f^ -{-^b^x-^^b^y-^^ 

2 

wo O 2 b l0 =a i0 2 -f- O2 y -f a n 4, 

O 2 b l0 = a 01 O 2 + a n y-\-a 02 d ist und 

woraus für die 1. Polare des Geradepols die Gleichung 


resultiert b 10 x-\-b 0l y-{- — ^ = 0. Nun liefert die Summe 

der Quadrate der Coefficienten von x und y in der Gleichung 
einer Geraden eine orthogonale Invariante, daher istb\ Q -\-b* Q1 
eine orthogonale Invariante der 1. Polare des geradehalten- 
den Punktes sowohl als auch der Kurve f=0. Explicite 
geschrieben ist 

Ko + Ki = ( fl io °2 + «20? + «uff) 2 + Ki 0% + «n? + «Q2d) 2 

0\ > 

* 

woraus wir eine orthogonale Invariante 6. Dimension er- 
halten, in der alle Coefficienten von /bis auf a 00 vorkommen. 
Bezeichnen wir sie mit 

6 = (a 10 2 + a 20 y + a n ä) 2 + (a i 2 + a n y + a Q2 *)*, 
so besagt ö 6 === 0, dass die 1. Polare des geradehaltenden 
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Punktes nach einem absoluten Punkt geht. Ungeändert bei 
jeder Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems 
bleibt offenbar ferner das Quadrat des Abstands des gerade- 
haltenden Punktes von seiner ersten Polare; dasselbe wird 

0* 
gleich jflTfT ; ö 5 = bedeutet , dass der geradehaltende 

Punkt in seine 1. Polare fällt, somit auf der Kurve liegt: 
d. h. wir haben es mit einer Mittelpunktskurve zu thun. 
Auch Oq = sagt nichts neues aus, denn wenn eine Gerade- 
nach einem absoluten Punkt geht, so ist die orthogonale 
Entfernung eines beliebigen Punktes von ihr unendlich gross, 
folglich auch die des Geradepols. Das letztere aber ist das 
Resultat, welches wir aus der Invariante 0\ 'AO\0§ für 6 = 
erhalten. 

Es giebt, wie wir eben gefunden haben, für jeden Punkt 
(£>*?) zwß i Richtungen, in denen die Summe der Strecken 
von diesem Punkt bis zur Kurve verschwindet. Ist der 
Punkt (|, ^) so beschaffen, dass diese beiden Richtungen 
auf einander senkrecht stehen, so nennen wir ihn einen 
„orthischen". Die Bedingung, die ein orthischer Punkt er- 
füllen muss, finden mir aus der Entwickelung von 

/*(! + s cos g>, ri -\- s sin <p) 

nach Potenzen von s durch Berücksichtigung des mit 3s 2 
multiplizierten Gliedes. Sie lautet 

die orthischen Punkte erfüllen somit eine Gerade, die 
wir die orthische Gerade nennen wollen. Eine orthogonale 
Invariante wird uns nun geliefert durch die Entfernung des 
Geradepols von der orthischen Geraden; setzen wir für |,q 
die Werte y/0 2 ,ö/0 2 ein, so resultiert ein Ausdruck, der O s 
im Zähler als Faktor enthält; da 3 = O ist, gelangen wir 
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zü dem Satz, dass bei Kurven 3. Ordnung mit unendlich 
fernem Doppelpunkt der Geradepol in die orthische Gerade 
fällt, was auch von vornherein schon zu erwarten war, da 
ja im Geradepol für alle Richtungen die Streckensumme 
null wird. — Eine orthogonale Invariante zweiter Dimension 
liefert die Summe der Quadrate der Coefficienten von x und 
y in der Gleichung der orthischen Geraden: 

(«30 + «i2) a + («2i+fl03) 2 = Ö' 2 — 0*5 

wird 0' 2 — 2 = 0, so geht die orthische Gerade durch einen 
absoluten Punkt. 

Damit jeder Punkt ein orthischer ist, damit wir eine 
orthische Kurve bekommen, müss 

(«30 + «12) t + («21 + «03) V+ «20 + «02 :==0 

identisch erfüllt sein. , Aus den hierdurch zwischen den 
Koefficienten entstehenden Beziehungen, sowie aus /)(=ö 2 )=0, 
O 3 = gewinnen wir die Gleichung der orthischen Kurve 
in der Form 

«80 ( x + W) B + 3 «20 ( x + *V) 2 + 3 «10* + 3 «01 V + «00 = 0- 

Ohne näher auf diese orthischen Kurven einzugehen, 
erwähnen wir nur, dass bei ihnen jeder Punkt nicht nur ein 
orthischer, sondern auch ein parabelhaltender ist, d. h. wie 
wir nachher sehen werden, dass die Richtungen, in denen 
die Streckensumme von dem zu definierenden Punkt bis zur 
Kurve verschwindet , zusammenfallen. Dieser scheinbare 
Widerspruch findet dadurch seine Erklärung, dass die Richt- 
ung, in der für jeden Punkt die Streckensumme null wird 1 ), 
die nach einem absoluten Punkt ist; diese Richtung bringt 
es aber fertig, auf sich selbst senkrecht zu stehen. 

Die Richtungen, in denen die Summe der Strecken von 



2) Hier, bei orthischen Kurven. 



\ 
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einem Punkt (X, Y) bis zur Kurve null ist, fallen zusammen, 
wenn (wie man durch Betrachtung des Coefficienten von 3s% 
in der Entwicklung von f(X-\-scosq), F-J-ssinqp) findet) 

' ^ 2 («3u«12 — «2t) + ^(«30«03 — «12«2l) + J/2 («21«03— «I2) 
4" ^(«30«02 + «12«20 — 2a 21 a u ) -\- -^(«21 «02 + «03«20 — 2ö 12 «ll) 
+ «20 ö 02~ ö !i^< xa;2 + ^ + y2/ 2 + Ä:l: + g 2/ + ^ =ö0 

ist. Da die erste Polare eines solchen Punktes eine Parabel 
ist, so wollen wir den geometrischen Ort dieser Punkte 
„parabelhaltende Gerade" nennen, wir werden nämlich finden, 
dass obiger Kegelschnitt aus zwei zusammenfallenden Geraden 
besteht. Zunächst müssen die orthogonalen Invarianten dieses 
Kegelschnitts auch Invarianten der Kurve /*=0 sein. In 
der That ist die Summe der Koefficienten von x 2 und y 2 
== ö 2 . Ferner muss ay — ß 2 eine orthogonale Invariante 
sein; da man für den genannten Ausdruck den Wert D=?0 
findet, könnte man meinen, der Kegelschnitt sei eine Parabel, 
aber wir werden auch noch zeigen, dass |«|, die Determi- 
nante aus den sämtlichen Koefficienten obigen Kegelschnitts, 
= ist. Zu dem Zwecke machen wir den geradehaltenden 
Punkt zum Koordinatenanfang; der parabelhaltende Kegel- 
schnitt erhält dann die Gleichung 

^' 2 («30«J2 ~ «2i)+^^(«30«0 3 — «12«2l) +^ («21 «0 3 ~ «!,H 

Die Determinante \a\ wird = 0, also zerfällt der parabel- 
haltende Kegelschnitt in ein Geradenpaar; unter Berück- 
sichtigung von III S. 4 können wir leicht die Gleichungen 
dieser beiden Geraden angeben, sie lauten 

(^K«3o«i2— «21 — y"K«2i«03— «?2) = 0: 
die beiden Geraden fallen in eine zusammen. Die Summe 
der Quadrate der Koefficienten von x und y muss eine In- 
variante l ) sein ; in der That findet man dafür ö 2 , dessen Ver- 

I) „Invariante" ohne Zusatz ist stets im Sinne von „orthogonaler 
Invariante' 1 zu nehmen. 
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schwinden somit besagt , dass die parabelhaltende Gerade 
durch einen absoluten Punkt geht Zugleich erkennen wir aus 
obiger Gleichung, dass der geradehaltende Punkt [hier (0,0)] 
auf der parabelhaltenden Geraden liegt. Auch sei noch 
darauf hingewiesen, dass die parabelhaltende Gerade die- 
selbe Richtung hat, wie die beiden parallelen Asymptoten. 
Für die Neigungen der letzteren gegen die JC*xe fanden 
wir die Beziehung 






1% 
12^30 — <*« i 



während der Winkel, den die parabelhaltende Gerade mit 
der Jfaxe bildet, durch die Relation gegeben ist 






wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

Bevor wir schliesslich zu weiteren Invarianten über- 
gehen können, wollen wir noch zeigen, dass die dritte Asym- 
ptote auch durch den geradehaltenden Punkt geht. In der 
That, die Gleichung der letzteren, bezogen auf den Geradepol 
als Koordinatenanfang, lautet x (a 30 cos 2 A 2 -f- 2 a n sin k% cos k% 

+a 12 8in 2 A 2 ) + y(^i COB %+ 2ö ia sin ^2 CO8 ^2 + ^3 sin %) :==0 » 
wird also durch die Koordinaten (0,0) des geradehaltenden 

Punktes erfüllt. Wenn wir es daher mit einer Kurve mit 

Mittelpunkt und unendlich fernem Doppelpunkt zu thun 

haben, so ist der im Endlichen liegende Schnittpunkt der dritten 

Asymptote mit der Kurve der Mittelpunkt. Jetzt können 

wir die Untersuchung mit dem Resultat abschliessen, dass 

bei einer Kurve dritter Ordnung mit unendlich fernem 

Doppelpunkt orthische Gerade, parabelhaltende Gerade und 

dritte Asymptote sich in einem Punkte schneiden, der die 

Eigentümlichkeit besitzt, dass für jede Richtung die Summe 
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der Strecken von ihm bis zur Kurve null ist, und dass, 
wenn zwei der obigen Geraden sich auf der Kurve schneiden, 
die Kurve eine Mittelpunktskurve mit unendlich fernem 
Doppelpunkt ist. 

Die gefundenen Geraden geben nun das Material zu 
mancherlei Invarianten. Wir stellen ihre Gleichungen der 
Uebersichtlichkeit wegen hier zusammen, wobei voraus- 
gesetzt ist, dass durch Parallelverschiebung des Koordinaten- 
systems der geradehaltende Punkt zum Koordinatenanfang 
gemacht worden ist: 

Die zwei parallelen Asymptoten 



xmnlt-ycoBit + V , -^ocos^ + ^ sin^) 

Dritte Asymptote #sinA 2 — */cosA 2 = 0. 
Orthische Gerade (% ~\~ a i%) x ']~( a n m i' a os)y == ^ t 







5 



Erste Polare des Geradepols b l0 x -f- b 01 y -\- 9-7^ = 0- 
Parabelhaltende Gefade 



x * %) a i2 — ß 2i — yVthi a os — ß i2 = x sin Ai — y cos k x = 0, 

Dass die Gleichung der parallelen Asymptoten in der 
That diese Form hat, ist nicht ohne weiteres zu übersehen, 
soll daher noch ausführlich dargethan werden. Das Pro- 
dukt der Gleichungen der beiden parallelen Asymptoten ist 
bei geradehaltendem Punkt als Anfangspunkt gegeben durch 

x 2 (a 80 cos A x -f- a 21 sin A x ) -f- 2 xy (a 21 cos A x + a 12 sin A x ) 

+ V 2 ( a i2 eos h + a os sin A x ) -f- «io cos ^1 + ö oi s ^ n ^1 = 0* 
Nun ist nach I S. 5 

a cos* 4-tf sin* _ («21 CQS *l + «1 8™^) s in Aj 
«aoCOSAi -+-a 21 sm^ — — — cösA 



a 12 cos Aj -j- a 03 sin A x = — 



(a 2 i cos A x -f- a i2 sin A x ) cos A x 



sinAi 

2* 



- M - 

Hierdurch geht obige Gleichung üher in 
x 1 ainX l . y'cpBAi . femCOsAt + feMsinAi ^ 

cosAj ' ™ siuAt ~ l ~ai 1 cosA 1 4-öwsii'Ai 

oder (a; Bin A. — y cos A,) a r ~ r • T J sinX 1 coBA 1 =0. 

v ' " ' o,,0O8ii^-o, a Bini, 

Nun läset sich aber unter Anwendung von I leicht nach- 
weisen, dass 

— 1 8inA,cosA, 



(a so + ffli,) cos A, -(- (a tl -J-aosJsinAi o^cosA^ + a ia sin A, 

Also bekommen wir schliesslich als Gleichungen der 
parallelen Asymptoten xninA, — ycosA,= 



^ 



& 10 coaAi -|- i> 01 Bin Ai 



(«» + «ia) cosA, + (a, 1 + OojJsinA,' 
woraus wir zngleich ersehen, dass der Geradepol die Ent- 
fernung zwischen den beiden parallelen Asymptoten halbiert. 
Eine Skizze der gefundenen Geraden ist in der folgenden 
Figur gegeben. 
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Die dritte Asymptote kann starr mit der Kurve /*= 
verbunden gedacht werden; aus ihrer Gleichung 
#sha 3 — ycosA a = a 30 (a %1 aoz — a\Jx-\-Oo 3 (OsoOis — ^Jv^O 
folgt daher, dass die Summe der Quadrate der Coefficienten 
von x und y eine orthogonale Invariante auch für die 
Kurve f= ist. Schreiben wir Ä 6 = a\ (<h\(hs — «L) a 
+ ö S 3 ( a 3o«i2 — a ai) 2 » so besagt iß a = 0, däss die 3. Asymptote 
durch einen absoluten Punkt geht. 

Ungeandert bei jeder Verschiebung und Drehung des 
Koordinatensystems bleiben ferner die Quadrate des Abstands 
des Geradepols a) vom Schnittpunkt der 1. Polare des gerade- 
haltenden Punktes mit der orthischen und b) mit der parabel- 
haltenden Geraden, c) vom Schnittpunkt einer der parallelen 
Asymptoten mit der 3. Asymptote, d) mit der orthischen 
Geraden und e)mit der 1. Polare des geradehaltenden Punktes 
und f ) vom Schnittpunkt der dritten, Asymptote mit der Kurve 
und g) mit der 1. Polare des geradehaltenden Punktes. 

a) Orthische Gerade und erste Polare des Geradepols 
schneiden sich in einem Punkt mit den Coordinaten 

6 (a ai -f- a 03 ) 



x 



1 2 Ol { (Ogp + «i 2) hi — («21 + «03) 610)}' 

^ — Os («30 + g l2) 

^ 2 Ol { («so + (hi) &oi — («21 + «03) &10}' 

l + Vl 4 0\{ («30 + ^2) K -(«21 + 0o8)*io} 8 
gegenüber der allgemeinen orthogonalen Substitution invariant 
bleiben muss, ist auch [(a 30 -\- aia)(«oiO a + a lt y + floaö) 
— («21 + «03) («ioO a + a 20 y -|- ö nÄ)] a = 8 eine orthogonale 
Invariante, die sämtliche Coefficienten von f ausser Oo ent- 
hält und deren Verschwinden, solange a nicht null, der 
Geradepol also nicht unendlich fern ist, bedeutet, dass or- 
thische Gerade und erste Polare des geradehaltenden Punktes 
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sich im unendlichen schneiden. Ob nun dieses Schneiden im 
unendlichen so zu verstehen ist, dass eine der beiden Geraden 
unendlich fern ist, oder ob beide parallel sind, wird ent- 
schieden, wenn wir später den Winkel zwisch'en der orthischen 
Geraden und 1. Polare des Geradepols betrachten 1 ). 

b) Der Punkt, in dem sich parabelhaltende Gerade und 
1. Polare des geradehaltenden Punktes schneiden, hat die 
Koordinaten 



JU\ 



2 



= - ö s VV, «..-<: 2 0\R 



y, = — Ö 5 V« J0 a l9 — al^ÖXR 
Es ist daher 

x\ + yl = o\uo\R\ 

wenn wir zur Abkürzung setzen 

eine orthogonale Invariante, die wir völlig durch schon be- 
kannte Invarianten darstellen können. Aus der Gleichung 
der parallelen Asymptoten findet man, dass das Quadrat 
des Abstandes des geradehaltenden Punkts von einer dieser 
parallelen Asymptoten wird 

— (^.oA i^ — <* +&oi V^^ —<*D 



=:== V. 



Andererseits ist dieses Quadrat des betreffenden Ab- 
standes nach S. 11 gleich 



'4 . 

4 ü;' 



ausserdem 2 ) haben wir gefunden 



1) S. 28 oben. 

2) S. 10. 



— 23 — 

[(«•o+«i.) V fl n«ot— «!, + Ki+OV^^ao— <] a =— ^ 

sodass wir schliesslich zu dem Ergebnis gelangen 

Es wird daher 

Ol 

*l + yt — ±o^o\- 

Im Fall einer Spitze im unendlichen (0 4 =O) schneiden 
sich die erste Polare des Geradepols und die parabel- 
haltende Gerade im unendlichen, das heisst, wie wir später 
aus dem Winkel zwischen diesen beiden Geraden finden, 
sie sind parallel. 

c) Die Koordinaten des Schnittpunktes der dritten 
Asymptote mit einer der parallelen Asymptoten sind 

-# 3 =+}/ FcosA 2 rsin^ — l$),y$==+ VVsin^ isinf^ — A 2 ), 
wo V gleich dem unter b) angegebenen Ausdruck ist. 

Wir können daher die Invariante, die durchs Quadrat 
des Abstandes des Geradepols vom Schnittpunkt der dritten 
Asymptote mit einer der parallelen Asymptoten gegeben 
ist, durch schon bekannte Invarianten ausdrücken. Es wird 
nämlich 

Ä . . „* v_ 1 __uo\-w^ 

x *-ry*— sin*^— A 2 ) — 9 0; 



a 



Es ist zu bemerken, dass für 4 =0, d. h. im Falle 
einer Spitze im unendlichen, die parabelhaltende Gerade 
und die beiden zusammenfallenden Asymptoten identisch 
sind, und dass sich dann die beiden Asymptoten der Kurve 
im geradehaltenden Punkt schneiden. 

d) Wir betrachten den Schnittpunkt der orthischen 
Geraden mit einer der beiden parallelen Asymptoten, Der- 
selbe hat die Koordinaten 



X 
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+Yr(««+«0S) 



4 («30 + ö 12> C0S h "+ («21 + «03> sin *1 



!/4 = 



(«30 + ö 12) C0S h + ( ö 21 + «03) sin * 



1 



e) Die 1. Polare des geradehaltenden Punktes sehneidet 
die beiden parallelen Asymptoten in den Punkten 

~l\\ cos ** + * 01 V v ~ wi siD *» ± 6 >o-^ 

5 fe 10 cos X i -f- ft 01 sin ^ ' 5 & 10 cos A x + ^01 s ^ n *i ' 

wo im zweiten Summanden die oberen und unteren Vor- 
zeichen zusammengehören. Eine Invariante liefert nunmehr 
das Quadrat der Entfernung der beiden Schnittpuhkte von 
einander und zwar ist (x 6 — #'5) 2 -{-(Vö — y'0) 2 — 4 Ö 6 : 2 4 . 

f) Legen wir durch Parallelverschiebung den Koordi- 
natenanfang in den Geradepol, so wird die Kurvengleichung 

Ok 

fi® -f- 3 b 10 x -f- 3 b 0l y -j- -^ = 0, während die dritte Asym- 

ptote in Parameterdarstellung die Form erhält # = scosA 2 , 
?/ = ssinA 2 . Setzen wir diese Werte für (#, y) in die Kurven- 
gleichung ein, so erhalten wir zwei unendlich ferne Punkte 
und als Quadrat der Entfernung des geradehaltenden Punktes 
vom endlichen Schnittpunkt der dritten Asymptote mit der 
Kurve resultiert die orthogonale Invariante 

X *^ J " (3 W& 10 cosA 2 + & 01 sinA 2 )2' 5 

führt zu dein schon bekannten Ergebnis, dass bei einer 
Mittelpunktskurve mit unendlich fernem Doppelpunkt der 
endliche Schnittpunkt der dritten Asymptote mit der Kurve 
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der geradehaltende (= Mittel) Punkt ist. Der Nenner ohjgeti 
Ausdrucks liefert für sich eine orthogonale Invariante, deren 
expliciter Ausdruck lautet 

[«80 («Ol °2 + «1 1 V + «02*) («21 «03 — «!*) 

— a 03 (a 10 O 2 + «2o y + «ii«) («3o«i2 — «21)] 2 : «ße- 

Da i£ 6 nach oben gegenüber der allgemeinen ortho- 
gonalen Substitution ungeändert bleibt, ist auch der Zähler 
des letzten Ausdrucks eine orthogonale Invariante. Be- 
zeichnen wir dieselbe mit Ö 12 , so sagt 12 = O aus, dass 
alle drei Schnittpunkte der dritten Asymptote mit der Kurve 
unendlich fern sind, d. h. dass diese drei Schnittpunkte in 
einen zusammenfallen. 

g) Der Schnittpunkt der dritten Asymptote mit der 
1. Polare des geradehaltenden Punktes hat die Koordinaten 

= — Ö 5 cosA 2 

6 2 0*(& O1 sinA 2 + & lo cosA 2 ) , 

— 6 sin A 2 

2/6 — 2 Ol (6 01 sin A 2 + b 10 cos A 2 ) * 

Daher gewinnt man aus dem Quadrat der Entfernung dieses 
Schnittpunktes vom geradehaltenden Punkt die orthogonale 
Invariante 

X \ + V\ = 77^71 — - ?\ j, i v a "0;&6 : 4 Ö*0 12 . 

b l * 6 4 0*(& 01 sinA 2 + & 10 cosA2) 2 5 b 9 1Z 

Durch Vergleich mit dem unter f) gefundenen Resultat 
schlössen wir, dass — freilich ohne Rücksicht auf den Sinn 
— der Schnittpunkt der 1. Polare des Geradepols mit der 
3. Asymptote vom geradehaltenden Punkt noch ^mal so 
weit entfernt ist, als der Schnittpunkt der dritten Asymptote 
mit der Kurve. Zugleich erhält ö 12 =0 die weitere Be- 
deutung, dass die erste Polare des Geradepols und die dritte 
Asymptote sich im unendlichen schneiden, 
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Auf weitere, den soeben aufgestellten natürlich nahe 
verwandte orthogonale Invarianten stossen wir, wenn wir 
die Winkel untersuchen zwischen 1. der orthischen und 
parabelhaltenden Geraden, 2. der dritten Asymptote und 
den parallelen Asymptoten (resp. der parabelhaltenden Ge- 
raden), 3. der ersten Polare des Geradepols einerseits und der 
parabelhaltenden Geraden, 4. der dritten Asymptote und 
5. der orthischen Geraden andererseits. 

1. Orthische und parabelhaltende Gerade mögen den 
spitzen Winkel y mit einander bilden. Dann ist eine ortho- 
gonale Invariante 

a ; n 2 „ _ [(%) + «12) V <%!%*— a \ » + («21 + %>) V %)0i2— a \ J a 
8ln y 2 (0' 2 -0 2 ) 

= 2 :(0V- 2 ). 
Daher 

PHG2,, _ [( a 3O + ^2)V% )012 — a l i — ( q 21+«03) ^«21^03 ~ a \ J' 
008 7 W^Ö 

= 2 :(0' 2 -0 2 ). 

Daher [(a 30 + a 12 )V« 3 o«i2 — a lx — («21 + a os)V^2i%B — a ^Y 
= 2 0' 2 . Aus obigem Resultat folgern wir, dass 2 =O 
den Parallelismus der orthischen und parabelhaltenden Ge- 
raden anzeigt, während 0' 2 =0 bedeutet, dass die genannten 
beiden Geraden auf einander senkrecht stehen. Unter Zu- 
hülfenahme früherer Ergebnisse 1 ) finden wir daher, dass 
für 2 =0 die orthische Gerade den drei parallelen Asym- 
ptoten parallel ist, während sie für 0' 2 =0 mit der dritten 
Asymptote gleiche Richtung hat. 

2. Die Invarianten des Winkels zwischen der dritten 
und den parallelen Asymptoten (resp. der parabelhaltenden 
Geraden) wurden schon früher behandelt. Wir fanden 

cot 2 (X x — A 2 ) = — 0\ : 9 2 . 

1) S. 9. 
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3. Der Winkel zwischen der 1. Polare des Göradepols 
und der parabelhaltenden Geraden heisse ^. Dann ist, wie 
man sich aus der Figur S. 20 leicht überzeugt, 

. 2 i (Entfernung der, parall. Asymptoten ) 2 

(Entfernung der Punkte 5 und 5') 2 

und dies wird nach S. 11 und S. 24 = — 0J:O 2 6 . 

Hieraus ergiebt sich cos 2 t/; = (0 2 6 -f-OD« 2 6 . 

Da andererseits die Gleichungen der den <£ ^ ein- 
schliessenden Geraden die Beziehung ergeben 

costy = (&io Va B0 a 12 — a\ x — b 01 Vä^ä^ä^)^ : (b^+blJ 2 , 
so kommen wir zu dem Resultat 

(ho V%)öi2— a li — hi l/ö 2 i«03-«?») a = (ö 6 2 + Ol) : 0\. 
Im Falle einer Spitze sind daher die 1. Polare des Geradepols 
und die parabelhaltende Gerade einander parallel (cf. b.). Wird 
6 = — 0\ : 2 , so stehen die eben genannten beiden Geraden 
auf einander senkrecht. 

4. Bilden die 3. Asymptote und die 1. Polare des Ge- 
radepols den Winkel % > so ist ^ne Invariante gegeben durch 

2 (b lo cosX 2 + b 01 smX 2 ) S _ Q 12 

Hierdurch wird die unter g) gefundene Bedeutung für 12 = O 
dahin modifiziert, dass es Parallelismus der 3. Asymptote 
und der 1. Polare des Geradepols bedeutet. 

5. Endlich betrachten wir noch die orthogonalen In- 
varianten, die durch den Winkel fi zwischen . der orthischen 
Geraden und der ersten Polare des Geradepols geliefert 
werden. 

Eine solche Invariante ist 

oi« 2 „ _ [(«30 + «l 2 ) &01 — (021 + %>) ftlO? °8 n 

^~ (Ko + O (Ol - 2 ) ~ 6 ((T 2 -0 2 ) > 

1) Nach S. 21. 
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I 

8 = bedeutet daher, worauf übrigens unter a) schon hin- 
gedeutet wurde, dass orthische Gerade und erste Polare des 
Geradepols parallel sind. 

liefert die Invariante 

[(«3o + «i 2 )* 1 o + («2i + ao3)*oi] 8 = [Ö6(0' 2 - ö 2 )-0 8 ]:0|. 

Mit Hülfe unserer bisher gefundenen Invarianten können 
wir nunmehr leicht den Inhalt des Dreiecks ausdrücken, das 
von der parabelhaltenden Geraden, der 1. Polare des Gerade- 
pols und der prthischen Geraden gebildet wird. Man findet 
^ ( a o,2)= tö + V\)(K + rt)sinV — 0\ : U010\0 9 . Ebenso 
könnte man ohne weiteres den Inhalt der Dreiecke (106), 
(206) und (034) durch die oben gefundenen Invarianten 
darstellen *). 

Wir untersuchen nunmehr die Schnittpunkte der orthi- 
sehen und parabelhaltenden Geraden mit der Kurve; die 
Quadrate der Entfernungen dieser Schnittpunkte vom Gerade- 
pol bleiben ungeändert bei Verschiebung und Drehung des 
Koordinatensystems. Um die Schnittpunkte der orthischen 
Geraden mit der Kurve /*= zu finden, setzen wir 

x — *J&\ + a o 3 ) , . _ — *fao + ^i) j f( ,A _ 
ein, wodurch letztere Gleichung übergeht in 

* 3 [%o(«21+«03) 3 — 3 «2l(«21 + «03) 2 (%) + ^) + * a >\<*(<h\ J t%s)- 
(«30+«l2) 2 — «03(«30+«12) 3 ]+ 3 ^10(«21+«03)— ft 0l(«30+%2]' 

(O' 2 -O 2 )+^(O' 2 -O 2 )^=0. 

Das Quadrat des Produktes der Entfernnngen der drei Schnitt- 
punkte vom Geradepol ist eine orthogonale Invariante: 



\) Die Bezeichnung bezieht sich auf die Figur S, 20. 
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daher ist auch «& 8 , das Quadrat des Coefficienten von s 3 in 
obiger Gleichung, eine Invariante, die nur von den Coeffi- 
cienten von /W abhängt und deren Verschwinden bedeutet, 
dass ein Schnittpunkt der Kurve mit der orthischen Geraden 
ein unendlich ferner ist. Weiterhin wird 

\¥2T¥3t¥3J — ^ 

eine orthogonale Invariante, die mit Rücksicht auf 5. (S. 27) 
die Form annimmt 0%(0\- 2 ) 2 :0*& 8 , sodass wir schliess- 
lich auch (s^Sg -f- $&h -f- s x s^ : s\s\s\ durch schon bekannte 
Invarianten ausdrücken können. Es wird 

-11 1\» oio s 

^1 V V oxo' 2 -o 2 y 

Die Schnittpunkte der parabelhaltenden Geraden mit 
der Kurve f=0 bekommen wir durch Einsetzen von 
ajssrscos/Lj, y = ,ysinA 1 in die Kurvengleichung, welche da- 
durch übergeht in 3ä(& 10 cos X x -}- &01 sin A t ) -f- pj| = 0. 

Hieraus fliesst die Invariante: 

0* — 0* 

~ 90:(6 10 cosAi +ft 01 8injl 1 )» ~ 90 2 OJ naCn ö * M ' 

Durch Vergleich mit b) S. 23 gelangen wir zu dem 
Resultat, dass, wieder ohne Rücksicht auf den Sinn, der 
Schnittpunkt der 1. Polare des Geradepols mit der parabel- 
haltenden Geraden vom Geradepol noch 3 / 2 mal soweit ent- 
fernt ist als der Schnittpunkt der parabelhaltenden Geraden 
mit der Kurve. 

Unabhängig von der Lage des Koordinatensystems sind 
ferner die Winkel, die die Asymptoten der Hess eschen 
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Kurve unter einander und mit den Asymptoten der Mutter- 
kurve bilden. Die Gleichung der Hesse sehen Kurve lautet, 
auf den Gefcadepol als Koordinatenanfang bezogen: 

H= x 3 b 10 (a BO a 12 — «JJ + s a y [*io(%><%8 — «i2«2i) 

+ fy)l(%)«12 — a lJ\ + ^«/ 2 [(«21«03 — «;,)*10 — M%>a<)3 

— Öl2«2l)] + y 3 *0l(«21«03 — «J,) + 7^l> 2 (%)012 ~ «Ii) 

+ ^2/ (ö30«03 — «l»«2l) + 2/ 2 («21«08 — «!.)] + #(2«21&1(A>1 

+ 3^02 V % + 3*io* + 3%y = 0. 
Die Hessesche Kurve geht also durch den Geradepol, 
sodass wir, wüssten wir dies nicht schon von. früher her, 
aus der Bedeutung der Hesseschen Kurve für Kurven 
3. Ordnung, zur Ueberzeugung gelangen würden, dass die 
1. Polare des Geradepols in 2 gerade Linien zerfällt. — 
Die Hesse sehe Kurve hat nun an derselben Stelle einen 
Doppelpunkt, wie die Mutterkurve, sie besitzt deshalb auch 
zwei parallele Asymptoten, deren Richtung mit der Richtung 
der beiden parallelen Asymptoten der ursprünglichen Kurve 
/*=0 zusammenfällt; die dritte Asymptote der H e s s e sehen 
Kurve bilde mit der ^Taxe den Winkel Z 2 , während l x die 
Neigung der für beide Kurven gleich gerichteten Asymptoten, 
A 2 die Neigung der dritten Asymptote der Mutterkurve gegen 
die JC&xe angeben soll. Orthogonale Invarianten sind dann 
cot 2 (Z 2 — A 2 ) und cot 2 (Z 2 — Aj). Also ist 



Af\o AonA-t o — A 



2 



1. C0tZ 2 = — ^28. . ^30 ~12--~2i . 

^30 ^21-^03 — ^12 

Der 2. Faktor ist — wovon man sich auch leicht direkt 
überzeugen kann — = (a BO a 12 — a\ J : («21^03 — öj a )? sodass, 
wenn noch für A B0 und A 0B die expliciten Ausdrücke ein- 
gesetzt sind, cotZ 2 = — &oi'-^io wird? woraus folgt 
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cot'fX l,)= r 1 + cotZ 2CQtA 2 - 

V 2 «*; L COtZ 2 — COt/lg _ 

%Ao(%%) — a ?J + «Q3^oi( a 30 a i2 — a L) ~ 12 



= (n. S. 25) 



_— «soM^i^s — «?*) + a o& b io(<ho a n — a li)- 

o„ o\o„ 

O 12 = hat daher, solange der Geradepol im Endlichen 
liegt, also 2 + O ist, die weitere Bedeutung, dass die 
Asymptotenrichtungen der ursprünglichen und der Hesse- 
schen Kurve dieselben sind; während das Verschwinden des 
Zählers, also ß 6 6 = 12 Ol besagt, dass die dritte Asymptote 
der Hesseschen und der Mutterkurve auf einander senk- 
recht stehen. 



2. Es wird 



cot a (Z 2 — A x ) = 



&loV%)«12 — ö 2i — *0lV«21 ö 03 — «!* 



2 



hi V%)«i2 ~ «? 2 + b ioV<hi%a — ö ? a -I 

Dieser Invariante sind wir schon begegnet S. 27. Durch 
Vergleich mit dem dortigen Resultat finden wir, dass der 
spitze Winkel, den die 1. Polare des Geradepols und die 
parallelen Asymptoten der ursprünglichen Kurve einschliessen, 
derselbe ist als der spitze Winkel, den die beiden Asymptoten- 
richtungen der Hess eschen Kurve mit einander bilden. 
Die 3. Asymptote der Hess eschen Kurve muss daher mit 
der 1. Polare des Geradepols inbezug auf die ursprüngliche 
Kurve entweder parallel laufen oder zu derselben symmetrisch 
liegen inbezug auf die parallelen Asymptoten der ursprüng- 
lichen Kurve. Dass das erstere der Fall ist, ergiebt sich, 
wenn man den Winkel zwischen der 1. Polare des Gerade- 
pols und der 3. Asymptote der Hesse sehen Kurve wirklich 
bildet. Uebrigens erscheint 0^== hier in der Bedeutung, 
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fam alle drei Asymptote© der Hesse sehen Karre einander 
parallel sind; das stimmt aber mit einer froher gemachten 
Bemerkung oberem, wonach ö 4 = Parallelismus der 
1. Polare des Geradepols und der beiden parallelen Asym- 
ptoten der Mutterkurve bedeutet (S. 27 Xr. 3). 

0« = — O;:0 2 
setzt uns davon in Kenntnis, dass bei der Hess eschen 
Kurve die dritte Asymptote anf den beiden parallelen senk- 
recht steht 

Die Hesse sehe Kurve giebt noch zu folgenden orthogo- 
nalen Invarianten der Kurven /"=0 Veranlassung. Ebenso wie 
(%j — 3«i2)'+(fl 08 — 3o2!) 2 = 0\ — 90 2 eine orthogonale 
Invariante der Mutterkurve ist, ist {A m — 3^ 12 ) a + (4o3 — 3/* 21 ) 2 
eine solche für die Hesse sehe Kurve, und da diese starr 
mit der Mutterkurve verbunden gedacht werden kann, auch 
eine orthogonale Invariante der letzteren. Werden wir durch 
die so entstandene Invariante, die übrigens von der 6. Dimension 
ist und die wir mit a>' 2 — 9cd 2 bezeichnen wollen, auf neue 
Invarianten der Kurve /=0 geführt? Nein. Setzen wir 
nämlich für den Augenblick ö 30 äi 2 — &\ x — *», 0^003 — a !« = w > 
fl 12 ^i — a oz<ho = P'> 80 besteht nach HI. S. 8 die Relation 
4mn=p 2 und die fragliche Invariante wird = [b 10 (m — w)-f- 
hxff + [hxin-m) + b l0 p]* = {b\ + b* 01 ) [(m-n)*+p*} = 
^!« + fe o,)( w + w ) 2 = ö 6- ö 6 = bedeutet (S. 14), dass die 
1. Polare des Geradepols, und da diese der 3. Asymptote 
der Hess eschen Kurve parallel ist, dass auch die letztere 
durch einen absoluten Punkt geht. — Die Invariante der 
H e sseschen Kurve a> 2 =(A 30 A 12 — A\ x — A* l2 -]-A 21 A 03 ) bleibt 
auch eine orthogonale Invariante der ursprünglichen Kurve. 
Apriori können wir sagen, dass die Darstellung von a> 2 durch 
schon bekannte Invarianten der Kurve /*=0, wenn diese 
Darstellung möglich ist, 4 als Faktor im Zähler enthält. 
Denn a> 2 ■= bedeutet, wie 2 = für die Kurven C^ , dass 



— 33 — 

alle drei Asymptoten der Hesse sehen Kurve einander 
parallel sind; folglich muss auch die 1. Polare des 
Geradepols inbezug auf die ursprüngliche Kurve den beiden 
parallelen Asymptoten der Mutterkurve parallel laufen. Die 
Bedingung hierfür ist aber Ö 4 = 0; in der That findet 
man denn auch durch Ausmultiplikation 9co 2 = — (m-{-n). 
(*iol / *~+*oi ]/wä) 2 =0*:O 2 . Es war a>' 2 — 9a 2 =tf 6 , 9o 2 = 
0\:02- a i so co' 2 =^ o + 3^ 4 2 + 3^ l ^ 03 + ^ O3 = (O 6 Ö 2 + 
OJ) : 2 , ein Resultat, zu dem man auch leicht direkt hätte 
kommen können. Für Ö 6 ö 2 -|-0 4 =O fliesst hieraus die 
Bedeutung, dass bei der Hesse sehen Kurve die dritte Asym- 
ptote auf den beiden parallelen senkrecht steht. 

Um weitere orthogonale Invarianten aufzustellen, be- 
stimmen wir die Polokoniken der parabölhaltenden und der 
orthischen Geraden. Wir machen wiederum durch Parallel- 
verschiebung den Geradepol zum Koordinatenanfang; die 
1. Polare des Punktes . (g, rj) inbezug auf die Kurve C^ hat 
hat dann die Gleichung |(%o x3 ~{~2a 21 ;n/4-0 12 t/ 2 --|-& lo )-|- 

r}(a 21 x*+2a 12 xy + a 0B y*-\-b 0l )-\-2b 10 x+2b 01 y + -£ = 0. 

Um weiterhin <P, die 2. Polare des Punktes (jj, 17), zu 
erhalten, brauchen wir (bekanntlich bei Kurven 3. Ordnung) 
nur | mit x, v\ mit y zu vertauschen, sodass wird 4>(g,^)= 

*(%)£ 2 + 2 «ai^ + «i2^ 2 + ^io) + «/O21S 2 + 2 «12^ + «03f 2 + 

Für (£,17) sollen nunmehr die Punkte einer Geraden 
gewählt werden; zu dem Zweck setzen wir £==scosa, 
^=ssina in die Gleichung der 2. Polare ein ($,«)= 
s 2 [x (030 cos 2 cc -f- 2a 21 sin a cos a + #12 s ^ n2 a ) 4~ Vi^i cos2 a + 
2a 12 sin a cos a -\- a 03 sin 2 «)] -\- 2s (& 10 cos a -f- b 01 sin a) -f- b lQ x -j- 
^oi^ + Ö5/ ÖJ = 0. Um die Polokonik jener Geraden zu er- 
halten, bilden wir 

— = s[x(a 30 cos 2 « -|- 2a 21 sin« cos a -\- a 12 sin 2 a) 
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+ 2/(^21 cos 2 « -(" 2a 12 8in « cos« -f- a 03 sin 2 «)] + 
b 10 cos « + An ßin a = und eliminieren aus <& = und 

-^-=0 den Parameter *. Die Gleichung der Polokonik 

lautet dann TI{xy) = (0 5 /O* + 6 10 # +& iy)* W a 3o cos 2 « -f- 
2ö 2 i sin «cos« -|- ö 12 sin 2 «) -f- y(a 2l cos 2 « -(- 2% 2 sin a cos a-f- 
a 03 sin 2 «)] — (b 10 cos « -f- b 01 sin «)*=: 0. 

1. Um die Polokonik der parabelhaltenden Geraden zu 
bekommen, müssen wir cos«=cosA 1 , sin« = sinA 1 (Aj der 
Winkel der parallelen Asymptoten mit der ^Taxe) in 
JI(x 1 y) = setzen; diese Gleichung geht dadurch über in 
b l0 cos X x -\- b 01 sin X x = const. = 0. Die Polokonik der parabel- 
haltenden Geraden ist also die unendlich ferne Gerade. 

2. Die Polokonik dev orthischen Geraden erhalten wir, 
wenn wir in 77=0 

cos « durch ^ 21 i~ fl os s j n a <j urc h %)~r g i2 _ 

Voi-o,' VO' 2 -0 2 

ersetzen. Schreiben wir zur Abkürzung 

/= a 8 o(a2i+«08) 2 — 2 «21 («2i+«os) («30 + «12) + «i2(«80+«i2) 2 5 
«1=02,(03! +a 03 )2-2a 12 (a 3 o+« lä )(a äl H-a 3+ ö oa- 

(«30 + «ia) 2 J »* = [&lo(«21 + «03) — *01 («30 + «12)?» 

so hat daher die Polokonik der orthischen Geraden folgende 
Gleichung 

:rf» io +*y(«*io + 06i) + y a **ta + O5/O» (te+»y) — n»=0. 
Die orthogonalen Invarianten dieses Kegelschnitts sind auch 
orthogonale Invarianten der Kurve f=0. Sie lauten: 

I. lb M -\-mb (n , woraus sich folgende, alle Coefficienten 
ausser a w enthaltende Invariante 6. Dimension ergiebt 

(«01 2 + «ao V + «02*) [«21 («21 + oa) 2 — 2a 12 (ö 30 + o,,) (a^ -f 

«03) + «03 («30 + «1 2) 2 ] + («1 2 + «20 7 + «1 1 ')• 
[«30(«21+«03) 8 — 2ö 2 l(«21 + «O3)(«3O + «12) + «12(«30 + 10) a ]- 

IL i-ä h (^io + ^oi) 2 (w^io — »0l)' _ jy . 
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Diese liefert eine Invariante 12. Dimension. 



III. 



lb 10 

mb 10 + lb 01 
2 



ffibio -f- lb { 



Ol 



2 
mb 



Ol 



/ 



m 



m 



4ÖX 

Ol 






40* 



Hiernach ist auch rfi eine orthogonale Invariante, und 

in der That haben wir dafür bereits . den Wert gefunden 

O 

Y~ (S. 21); 8 = bedeutet somit das Zerfallen der Polo- 

konik der orthischen Geraden in zwei gerade Linien, wovon 
dann übrigens die eine der ersten Polare des Geradepols 
parallel geht 1 ). 

Zu einer weiteren orthogonalen Invariante gelangen wir 
auf folgende Weise. Aus I folgt durch Quadrieren die ortho- 
gonale Invariante 

aus II 

m*b* o -2mlb l0 b 0l +Pb l t 
addiert, wird (* 2 +»* 2 )(&?o-l- W * 

und damit P-^-m'* eine orthogonale Invariante. Sie ist von 
der 6. Dimension und kann in die Form gebracht werden 

(«21+«08) 4 («*0+O— 2 («21+ flr 0s) 2 («3O+«12) 2 («21«O8-H«12«3o) 

+(«u+<W(«!,+0; 

übrigens konnte sie, obwohl sie nur die Coefficienten von 
/< 3 > enthält, nicht duroh Invarianten niederer Dimension 
etwa 2 , 0' 2 und D dargestellt werden. Wohl aber lässt 
sich mit ihrer Hilfe eine weitere nur von den Coefficienten 
von fW abhängige orthogonale Invariante aufstellen. Wir 
haben S. 29 die orthogonale Invariante gefunden . 



1) Was man aus 77=0 S. 34 oben findet. 



\ 
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Ä 8 = /»(aj! + «oa) 2 - 2«/(a 21 -f- «o S ) (a 80 -f o 12 ) -fw^Ogo+öu) 2 ! 
invariant ist auch 

(wl 2 + /2)(0' 2 _0 2 ) = / 2 (« 21 +a 08 ) 2 +»»«(«2! +«o 3 ) 2 

+ , A«3o + a 1 s) 2 +»» 2 (a3o + «i2) 2 - 

Auch die Differenz beider Ausdrücke ist eine orthogonale 
Invariante. 

{K«30 + Ö12)+ W («21+Ö03)} 2 
= {(«30 + «12) [«30 («21 + «0 3 ) 2 — 2«21 («20 + «03) («30 + «12) 
+ «12 («30 + «12) 2 ] + («21 + «03) [«21 («21 + «03> 3 ' 

— 2a 12 (a B0 + a 12 ) (a n + a ü3 ) + a 3 (a 30 -f a n ) 2 ]} 2 

Zu einem bemerkenswerten Resultat durch Interpretation 
schon bekannter Invarianten kommen wir auf folgende Weise: 
Eine Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt besitzt 3 in einer 
Geraden liegende Wendepunkte; wir wollen dieselben auf eine 
Gerade projicieren, die senkrecht zu den beiden parallelen 
Asymptoten der Kurve /= steht und durch den Geradepol 
geht. Zu dem Zweck machen wir durch Parallelverschiebung 
den Geradepol zum Koordinatenanfang und drehen dann um 
denselben das Koordinatenkreuz so, dass die ^-axe mit den 
parallelen Asymptoten der Kurve /=0 gleich gerichtet ist. 
Um diese Drehung auszuführen, dient, wenn k x die Neigung 
der parallelen Asymptoten gegen die Zaxe ist, die Sub- 
stitution # = j;8inA 1 -f~^ cos ^u2/— — IcosAj +flsinA! , wo- 
durch wir die Kurvengleichung in der Form erhalten 

f = 3q («5 2 + b) + m& + 3ng +p = 0, 
wobei 

«= «30 sin 2 Aj cos A x — 2« 21 sin A x cos 2 A A -j- a 21 sin % 

— 2« 12 sin 2 A 2 cos A 2 -f- « 03 cos 2 A t sin A x + a 12 cos 3 A t ) ; 

^ = ^10 cos ^1 4~^o 1 sin A x ; 
m = ö 30 sin^j — 3a 21 sin 2 Aj cosA 1 -|-3« 12 cos 2 A 1 sinAj — a 3 cosS Ai ; 

n=b 10 sm A 4 — ^cosA^ 
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Die Gleichung der Hess eschen Kurve lautet bei dieser 

* 

speziellen Lage des Koordinatensystems #'== — a b v\ (ag 2 -(- b) 
— a 2 wg 3 — a 2 pZ 2 -f" H (2an—bm) = 0. Eliminieren wir aus /'=0 
und iT = rj, so bekommen wir ein Produkt von 2 Faktoren. 
Der eine dieser Faktoren a!; 2 -\-b — liefert die Abscissen 
des Schnitts der beiden Kurven /"=0 und H'=0 im un- 
endlich fernen Doppelpunkt, kommt also für unsere Unter- 
suchung nicht in Betracht; dagegen ergeben sich durch 
Nullsetzen des anderen Faktors 

ap(bm — 3<w) — 3a 2 p% 2 — 3&g (bm — San) + abp 
die Abscissen der 3 Wendepunkte der Lurve /=0. 
Nennen wir diese Abscissen | l5 | 2 j la» 80 k* 

3fc 



ll ?2 + l\ h + ig ?3 = 



« 



es gelingt uns nun leicht zu zeigen , dass - = -^~. 



a 0\ 



Nach I S. 5 wird 



/ , , . , x • 9 - — (ögiCOsAi+aiosinAJcos 3 ^ 

(ö 30 cos A x + «2J sin Aj) sin 2 X x = — ^ ~5^T ~ ' 

sm Aj 

/ • -, i * n «, — (a 21 cosAi+aiosinAOcos^i 
(öoosmAi + aiaCOsAOcos^i^ — 1JJ 1 \ y M K 

v * 1 ' lz A/ x sinAx 

Daher ist 

{gin 3 A< cos 3 A< I 
~ + 2sin A, cos A t + — — -— } 
cosAj ' l * ' sinA x J 

= — («2i cos A x -f- a n sin A t ) : sin k x cos A x == (S. 20.) 
=f= (a 30 + a x 2 ) cos A x + (a 21 + a 03 ) sin *i 
und weiterhin noch S. 22 

a 0\~ 4' 

wo 4 der Abstand der beiden parallelen Asymptoten ist, sodass 
wir schliesslich durch die ebengenannte Invariante zu dem 



s* 
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Satz gelangen : Projiciert man bei einer Kurve 3. Ordnung 
mit unendlich fernem Doppelpunkt die Wendepunkte auf 
eine Gerade, welche zu den beiden parallelen Asymptoten 
senkrecht ist und durch den Geradepol geht, und rechnet 
man die Länge der Projektionen |^(^== 1,2,3) vom Gerade- 
pol aus in der einen Richtung positiv, in der anderen negativ, 

so ist 4 / 3 (| 1 § 2 + | l i 3 + | a l3)=^ 2 J d - k = d em Quadrat 
des Abstandes der beiden parallelen Asymptoten. 

Die wichtigsten der gefundenen Invarianten schreiben 
wir noch einmal auf und fassen besonders ihre Bedeutung 
für den Fall ihres Verschwindens ins Auge. 

Invarianten zweiter Dimension sind: 

2 = a 30 a 12 — a\ x — ß? 2 + a 2i Ä 03> 
= bedeutet sie, dass alle drei Asymptoten einander parallel 
sind (S. 9); dass der Geradepol unendlich fern ist (S. 12); 
dass die parabelhaltende Gerade nach einem absoluten Punkt 
geht (S. 18) und dass orthische und parabelhaltende Gerade 
parallel sind (S. 26). 

= sagt sie aus: die 3. Asymptote steht auf den beiden 
parallelen senkrecht (S. 9); orthische und parabelhaltende 
Gerade stehen auf einander senkrecht (S. 26), woraus dann 
noch unmittelbar folgt, dass für O' 2 = die dritte Asym- 
ptote zugleich orthische Gerade ist. 

0\ — 2 = (« 30 + a 12 ) 2 + (a 21 + a 03 ) 2 ; 
im Falle ihres Verschwindens geht die orthische Gerade 
durch einen absoluten Punkt (S. 16). 

Als Invariante dritter Dimension ergab sich 

O 3 =ö 20 (fl^ 2 — ü 2i «03)"f" ö ll (%) ö 03~ tt 12 a 2l)~W*02( a 2i — %) a 12)) 

3 = und D = ist die Bedingung fürs Vorhandensein 
eines unendlich fernen Doppelpunkts. 

Eine Invariante vierter Dimension fanden wir in 
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(S. \\\\ = sagt aus, dass der unendlich ferne Doppelpunkt 
eine Spitze ist (S. 11); dass alle 3 Asymptoten der Hesse- 
schen Kurve einander parallel sind (S. 32); dass die 1. Po- 
lare des Geradepols und die parallelen Asymptoten gleich 
gerichtet sind; dass die parabelhaltende Gerade mit einer 
der Asymptoten zusammenfällt (S. 23). 

Eine orthogonale Invariante fünfter Dimension ist 

5 =2/W ( Y ,8) + 3/0) (y, Ö) 2 + «oo ^ ; 
= bedeutet (S. 13) bedeutet Vorhandensein eines im End- 
lichen liegenden Mittelpunktes. 

Orthogonale Invarianten sechster Dimension fanden wir in 

deren Verschwinden das Kriterium dafür ist, dass die 3. 
Asymptote durch einen absoluten Punkt geht (S. 21). 

6 == (a 10 2 + «20 ? + «ii #) 2 + («oi 2 -\- a n y + a 02 ö) 2 ; 
= heisst: Die erste Polare des Geradepols geht nach 
einem absoluten Punkt (S. 14), ebenso die 3. Asymptote der 
Hesseschen Kurve. Für Q = — 0\\0 2 stehen die erste 
Polare des Geradepols und die parabelhaltende Gerade auf 
einander senkrecht (S. 27). 

Weiter ergaben sich als Invarianten achter Dimension 
&8 = «30 («21 + «03) 3 - 3 «2i («21 + «03) 2 («30 + «12) 

+ 3 «12 («21 + «03> («30 + «12) 2 — «03 («30 + «I2) 3 ; 

= zeigt an, dass ein Schnittpunkt der orthischen Geraden 
mit der Kurve unendlich fern ist (S. 29). 

#8 = ((«30 + «12) («Ol 2 + «nr + «02*) - («21 + «03) («1(A 

+ «2or+«n^} 2 ; 

= bedeutet : orthische Gerade und erste Polare des Gerade- 
pols sind parallel (S. 28); die Polokonik der orthischen 
Geraden zerfällt in 2 gerade Linien (S. 35). 

Schliesslich erwähnen wir noch die Invariante 
zwölfter Dimension 
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(a 01 2 +a n y + « 02 Ä)} 2 ; 

deren Verschwinden besagt, dass alle 3 Schnittpunkte der 3. 
Asymptote mit der Kurve unendlich fern sind (S. 25); dass 
die 1. Polare des Geradepols und die 3. Asymptote parallel 
sind (S. 27); dass die Asymptotenrichtungen der Hesse- 
schen- und der Mutterkurve dieselben sind (S. 31). 

Dies sind die wichtigsten der gefundenen orthogonalen 
Invarianten. Durch sie gelang es, mancherlei Invarianten 
höherer Dimension auszudrücken. Ohne diese Resultate 
noch einmal zusammenzufassen, wollen wir nur noch auf 
folgende Sätze hinweisen, die sich im Laufe der Untersuchung 
als gültig für Kurven 3. Ordnung mit unendlich fernem 
Doppelpunkt ergeben haben: die orthischen Punkte erfüllen 
eine Gerade, ebenso die parabelhaltenden Punkte; orthische 
Gerade, parabelhaltende Gerade und 3. Asymptote schneiden 
sich in einem Punkt, der die Eigentümlichkeit besitzt, dass 
für jede Richtung die Summe der Strecken von ihm bis zur 
Kurve null ist (S. 18 unten); schneiden sich die genannten 
Geradenauf der Kurve, so haben wir eine Mittelpunktskurve mit 
unendlich fernem Doppelpunkt (S. 19). Der Geradepol halbiert 
die Entfernung zwischen den parallelen Asymptoten (S. 20). 
Bei einer Kurve mit unendlich ferner Spitze fällt die parabel- 
haltende Gerade mit einer Asymptote zusammen (S. 23). 
Das Verhältnis der Entfernungen des Geradepols vom Schnitt- 
punkt der 3. Asymptote mit der Kurve und mit der 1. Polare 
des Geradepols ist, absolut genommen, = 2 / 3 (S. 25). Zu 
einer analogen Beziehung geben die Schnittpunkte der parabel- 
haltenden Geraden mit der 1. Polare des Geradepols und 
mit der Kurve Veranlassung (S. 29). Die 1. Polare des 
Geradepols inbezug auf die Mutterkurve ist parallel der 
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dritten Asymptote der Hess eschen Kurve (S. 31). Die Polo- 
konik der pärabelhaltenden Geraden ist die unendlich ferne 
Gerade (S. 34). Schliesslich wurde noch eine Beziehung 
zwischen den Projektionen der Wendepunkte auf eine zu den 
parallelen Asymptoten senkrechte gerade Linie und zwischen 
dem Abstand der parallelen Asymptoten nachgewiesen (S. 38). 
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